Vektorraum

= — Mathematik Q2

Was ist ein Vektorraum?

Fangen wir mit der einfachen Frage an:

Was ist ein Vektor?

Maogliche Antworten:
m Wir verstehen unter einem Vektor eine Verschiebung.
= Wir haben einen Vektor auch als 3x1-Matrix aufgefasst.
= Ein Vektor ist einfach ein Element eines Vektorraumes.
Die letzte Antwort kldren wir jetzt. In der Mathematik definiert man einen Vektorraum wie folgt:

= Def.: Vektorraum V
m Sei V ein Vektorraum, dann gibt es in V eine Verkntpfung + flr je zwei Elemente a, b
€V, so dass das Ergebnis der Verknlipfung a + b wieder in V liegt, kurz: a + b € V.
Diese VerknlUpfung hat folgende Eigenschaften:
= 3 + b =b + a (Kommutativitat)
=ma+ (b+c)=(a+ b)+ cmitc €V (Assozativitat)
m Es gibt in V ein sog. neutrales Element 0 bezlglich der Operation +, so dass
fir alle a € V gilt:
a+0=a
m Es gibt in V zu jedem a € V ein inverses Element -a, so dass gilt:
a+(-a)=a-a=0
m Fir die Elemente a, b € V ist eine skalare Multiplikation (kurz: S-Multiplikation)
mit reellen Zahlen erklart, Schreibweise: a - a mit a € R und a - a € V. Das Ergebnis
der skalaren Multiplikation flihrt also wieder zu einem Element von V. Fir diese
S-Multiplikation fordern wir:
= (a + B) - a = a-a + B-a (Distributivitat flir Zahlen)
= a-(a + b) = a-a + a'b (Distributivitat flr Vektoren)
= (aB) - a = a*(B-a) (Assozativitat flir Zahlen)
= Wir fordern fir die S-Multiplikation auch ein neutrales Element 1 bzgl. der
S-Multiplikation
l-a=amitl1eR

Hinweise zu dieser Definition:

m Die Definition ist ziemlich abstrakt . . .

m Im ersten Teil der Definition erklaren wir, wie wir mit den Elementen aus V ,rechnen®. Kurz:
Wir erklaren auf den Elementen aus V eine Addition. Mathematisch erfiillen diese vier
Forderungen die Eigenschaften einer sog. Abelschen Gruppe (auch: kommutative
Gruppe). — Das muss man sich nicht merken :-)



= Im zweiten Teil der Definition werden die Elemente von V mit den reellen Zahlen verknUpft,
und zwar durch eine Multiplikation von links; als Ergebnis kommt dabei wieder ein Vektor
aus V heraus. Vereinfacht ausgedrlickt regeln wir hier die Vertrdglichkeit zwischen den
Vektoren aus V und den reellen Zahlen.

Jetzt kommen die . ..

Beispiele

= Vektorraum R?
m Die Definition des Vektorraums passt natlrlich genau zu unseren 3D-Vektoren.

= Vektorraum R"

= Was wir mit 3 reellen Zahlen (= 3-Tupeln) gemacht haben, geht nattrlich auch mit n
Uy
reellen Zahlen: | 2

Up

Addition und S-Multiplikation kdnnen wir genauso wie den Nullvektor und das
inverse Element lUbertragen, nur das wir jetzt eben n Eintrage haben. Aber das
Zeichnen wird jetzt etwas muhsamer . . .

= Vektorraum der linearen Funktionen
= Die Funktionen f bzw. g haben die Form: f(z) = my - ¢ + by bzw. g(x) = my - x + by

Die Addition definieren wir komponentenweise: f + g = (m; +my) - ¢ + (b; + by)
und analog funktioniert das mit der S-Multiplikation:
r-f(@)=r-(my-xz+b)=(r-m) z+(r b)
Der Nullvektor ist jetzt die konstante Funktion 0 =0-z +0
und das inverse Element zu f erklaren wir so: —f(z) = —(m; -z +b;)) = —m; -z — b,
Aufgabe 1: Essei f(z) =3-2+7, g(x) = —-2-2+ 5, r =4, bestimme f+g, 7 f,
f+ (—f) sowie g+ 0

= Vektorraum der Polynome vom Grad 3
= Die Elemente unseres Vektorraumes sind jetzt Polynome der Form:
azz® + a,x® +a;xz +aymita; € R

Mit etwas Matrizenrechnung kénnen wir auch schreiben: (a; ay a; ay) -

1
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Die Addition funktioniert jetzt zeilenweise:

(a3 ay a; ag) + (b3 by by by) = (a3 + bs ay + by a; + by ag + by)

Die S-Multiplikation erklaren wir folgendermafBen:

r-(agaya,ay) =(r-a3r-ayr-a;r-ag)

Der Nullvektor wird besonders einfach: (0 0 0 0), und der zu (a3 ay a; a,) inverse
Vektor ist dann (—a; —ay —a; — ag)

Beachte: Ein Polynom ergibt sich erst dann, wenn wir die Matrizenmultiplikation
durchgefiihrt haben!

Vgl. zu diesem Beispiel auch Beispiel 1 im LS auf S. 56.

Aufgabe 2: Fihre die Matrizenmultiplikation mit dem Nullvektor (0 0 0 0) durch.



Und: Vergleiche jeweils ein Polynom, das mit dem Vektor (a3 a, a; ag) sowie mit dem
inversen Vektor (—a3 —ay; —a; — ag) berechnet wurde.

= Vektorraum der 4x4-Matrizen
= Vgl. unsere Einfuhrung in die Matrizenrechnung ohne die Matrizenmultiplikation
(Warum?).

Uben

Empfehlenswert ist das Beispiel auf S. 187 - 188 im Cornelsen.

= Ubungen findet man auf den Seiten 188 - 189 im Cornelsen.

m Vergleiche die Definition oben mit der Definition im Cornelsen auf S. 186.

m Ausfihrlicher wird das Thema behandelt in B. Artmann/G. Térner: Lineare Algebra und
Geometrie, Kapitel 7: Vektorrdume, insbesondere in Kap. 7.3.
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